
线性代数与解析几何

———学习笔记

中国科学技术大学

彭煜峰

2023 年 8 月



2

前言



目录

第一章 向量与复数 5
§ 1.1 向量的线性运算 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5

§ 1.1.1 向量及其表示 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5
§ 1.1.2 向量的线性运算 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5
§ 1.1.3 向量的共线与共面 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6

§ 1.2 坐标系 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6
§ 1.2.1 仿射坐标系 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6
§ 1.2.2 向量的坐标运算 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7
§ 1.2.3 直角坐标系 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7

§ 1.3 向量的数量积 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8
§ 1.3.1 数量积的定义与性质 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8
§ 1.3.2 直角坐标系下数量积的计算 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9

§ 1.4 向量的向量积 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9
§ 1.4.1 向量积的定义与性质 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9
§ 1.4.2 直角坐标系下的向量积的计算 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10

§ 1.5 向量的混合积 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10
§ 1.5.1 混合积的定义 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10
§ 1.5.2 直角坐标系下混合积的计算 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11
§ 1.5.3 二重向量积 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12

§ 1.6 高维数组向量 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12
§ 1.7 复数 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13

§ 1.7.1 复数的四则运算 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13
§ 1.7.2 复数的几何表示 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13

§ 1.8 数域 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15
§ 1.9 求和符号 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15

第二章 空间解析几何 17

3



4 目录

第三章 线性方程组 19
§ 3.1 Gauss 消元法 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19
§ 3.2 Gauss 消元法的矩阵表示 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21
§ 3.3 一般线性方程组的 Gauss 消元法 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22

§ 3.3.1 算法描述 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22
§ 3.3.2 线性方程组解的属性 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23



第一章 向量与复数

本章重点在理解“线性”这一概念，掌握向量的数量积、向量积、混合积三种运算。

§ 1.1 向量的线性运算

§ 1.1.1 向量及其表示

向量是来自于物理的概念，原意味“有大小有方向的量”，在线性代数中被推广。向

量的表示方式有三种：有向线段、起始点字母、小写加粗字母。

§ 1.1.2 向量的线性运算

向量的加法应遵循平行四边形定则以及三角形法则，具有如下性质：

a+ b = b+ a （交换律）

a+ (b+ c) = (a+ b) + c （结合律）

a+ 0 = a （存在零元）

a+ (−a) = 0 （存在负项）

向量的数乘遵循线性性，具有如下性质：

1a = a

λ (µa) = (λµ)a （数乘结合律）

(λ+ µ)a = λa+ µa

λ (a+ b) = λa+ λb

另有“单位向量”这一概念：

a0 =
a

|a|

向量的加法与数乘运算统称为向量的线性运算。
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6 第一章 向量与复数

§ 1.1.3 向量的共线与共面

如果一组向量都平行于某一直线，则它们共线；平行于某一平面，则共面。

命题 1.1.1 向量 a, b 共线的充要条件是

λa+ µb = 0

且实数 λ, µ 不全为零。

命题 1.1.2 向量 a, b, c 共面的充要条件是

λa+ µb+ νc = 0

且实数 λ, µ, ν 不全为零。

由以上两个命题（证明略）可以推广出线性组合的定义：

定义 1.1.1 设 a1,a2, . . . ,an 为一组向量，λ1, λ2, . . . , λn 为一组数，称

a = λ1a1 + λ2a2 + · · ·+ λnan

为向量 a1,a2, . . . ,an 的线性组合。

定义 1.1.2 一组向量 a1,a2, . . . ,an 线性相关，则存在一组不全为零的实数

λ1, λ2, . . . , λn ，使得

λ1a1 + λ2a2 + · · ·+ λnan = 0

反之，不是线性相关的一组向量称为线性无关，对于线性无关的一组向量，上式成立当

且仅当 λ1 = λ2 = · · · = λn = 0 。

本节提出了“线性相关”这一概念，它描述的其实是向量空间的维数关系。用能够

理解的三维空间来举例，当三个向量共面时我们说它们是线性相关的，此时这三个向量

所张成的空间其实只是一个平面，也就是二维空间，因此虽然我们有三个向量，但是却

只能表示二维空间中的内容；反之，若三个向量不共面（例如三维直角坐标系的坐标向

量），则我们能够用这三个向量来表示三维空间中的所有向量，此时，这三个向量就张

成了一个三维空间。

§ 1.2 坐标系

§ 1.2.1 仿射坐标系

我们知道在三维空间中，我们可以利用直角坐标系来表示空间中的所有向量，一直

以来我们都认为它是显然的，事实上能够这样做是有着充足的理论依据的，其根本就是

线性无关的向量可以作为基向量来表示其他一般向量。
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显然，两两垂直的直角坐标向量组满足线性无关这一条件，能够作为基向量，本节

将对此进行推广，说明只要是线性无关的向量组，就可以作为基向量，不一定需要互相

垂直，如此形成的坐标系被称为仿射坐标系。

定义 1.2.1 三维空间中任意三个有序的不共面的向量 e1, e2, e3 称为空间（三维）

的一组基，对于空间（三维）中的任意一个向量 a 若

a =
3∑

i=1

xiei

则称 (x1, x2, x3) 为向量 a 在基 e1, e2, e3 下的仿射坐标或简称坐标。

在此定义下，我们就建立起了仿射坐标系，类比直角坐标系，也有着丰富的应用场

景。

§ 1.2.2 向量的坐标运算

在建立好坐标系后（直角坐标系或仿射坐标系），我们就可以把向量表示成一组数，

向量的加法和数乘运算就转化成了坐标运算。

设 a = (x1, x2, x3)，b = (y1, y2, y3)，则

a+ b = (x1e1 + x2e2 + x3e3) + (y1e1 + y2e2 + y3e3)

= (x1 + y1) e1 + (x2 + y2) e2 + (x3 + y3) e3

= c

λa = λ (x1e1 + x2e2 + x3e3)

= λx1e1 + λx2e2 + λx3e3

= (λx1, λx2, λx3)

其中 c = ((x1 + y1) , (x2 + y2) , (x3 + y3))

§ 1.2.3 直角坐标系

直角坐标系即在仿射坐标系的基础上要求基向量两两垂直，通常将它们表示为

i, j, k 。

由于直角坐标系的特殊性，我们在直角坐标系下可以很方便地计算向量的模、夹角

等信息。

设在 [O; i, j, k] 下的一个向量 a = a1i+ a2j + a3k ，则

|a| =
√

a21 + a22 + a23

向量 a 与坐标向量 i, j, k 的夹角分别为 α, β, γ 则 cosα, cos β, cos γ 称为向量 a 的

方向余弦。
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方向余弦由如下图解：

图 1.1: 方向余弦

由上图可以推出：

(cosα, cos β, cos γ) =
(
a1
|a|

,
a2
|a|

,
a3
|a|

)
从而

cos2 α + cos2 β + cos2 γ = 1

§ 1.3 向量的数量积

§ 1.3.1 数量积的定义与性质

数量积这一概念来自于物理中的做功。

定义 1.3.1 两个向量 a 与 b 的数量积为一个实数，它等于两个向量的模与两向

量夹角的余弦值的乘积，记为 a · b ，如果向量夹角为 θ ，则

a · b = |a| |b| cos θ

数量积也称为内积。

对于向量 a, b, c 以及实数 λ 我们有：

a · b = b · a （交换律）

(a+ b) · c = a · c+ b · c （结合律）

(λa) · b = λ (a · b) = a · (λb)

a2 = a · a ⩾ 0，等号成立当且仅当a = 0 （正定性）
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§ 1.3.2 直角坐标系下数量积的计算

在 [O; i, j, k] 下，我们可以将向量表示为一组数，且有

i · i = 1, j · j = 1, k · k = 1

i · j = 0, j · k = 0, k · i = 0

给定两个向量 a = a1i+ a2j + a3k, b = b1i+ b2j + b3k（这里用基向量的线性组合来

表示向量）则有

a · b = (a1i+ a2j + a3k) · (b1i+ b2j + b3k)

= a1b1 + a2b2 + a3b3

同时我们还可以得到

cos θ =
a · b
|a| |b|

其中 θ 为向量 a, b 的夹角。

数量积的几何意义有很多，除了做功以外，它还可以用来表示向量的投影，在空间

解析几何中有很多的应用。除此之外，线性代数中对于欧式空间的研究也利用了数量积

的特性，通过定义数量积，使得空间中抽象的向量有了长度和夹角的概念，也就是说线

性空间在内积下有了度量，我们称有度量的线性空间为欧氏空间。

§ 1.4 向量的向量积

§ 1.4.1 向量积的定义与性质

向量积在在物理中有着非常多的应用，在研究质点在非惯性系下的运动时常常涉及

科里奥利力、惯性离心力的计算，都要用到向量积，也被称为外积。

定义 1.4.1 两个向量 a, b 的向量积 a × b 为一个向量，它的方向与 a, b 垂直，

且使得 a, b,a × b 构成右手系；它的模长等于以 a, b 为边的平行四边形的面积，即

|a× b| = |a| |b| sin θ，其中 θ 为 a, b 的夹角。

这里我们发现，两个向量的向量积的模是向量形成的平行四边形的面积，但由于向

量积是一个向量，是有方向的量，因此我们说两个向量的向量积是这两个向量形成的平

行四边形的有向面积。
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向量积具有以下性质

a× b = −b× a

(λa)× b = λ (a× b) = a× (λb)

(a+ b)× c = a× c+ b× c （右分配律）

§ 1.4.2 直角坐标系下的向量积的计算

在 [O; i, j, k] 下，我们可以将向量表示为一组数，且有

i× i = 0, j × j = 0, k × k = 0

i× j = k, j × k = i, k × i = j

给定两个向量 a = a1i+ a2j + a3k, b = b1i+ b2j + b3k 则有

a× b = (a1i+ a2j + a3k)× (b1i+ b2j + b3k)

= (a2b3 − a3b2) i+ (a3b1 − a1b3) j + (a1b2 − a2b1)k

为了便于记忆，我们可以将两个向量的外积借用行列式来计算：

a× b =

∣∣∣∣∣a2 a3

b2 b3

∣∣∣∣∣ i−
∣∣∣∣∣a1 a3

b1 b3

∣∣∣∣∣ j +

∣∣∣∣∣a1 a2

b1 b2

∣∣∣∣∣k
=

∣∣∣∣∣∣∣∣
i j k

a1 a2 a3

b1 b2 b3

∣∣∣∣∣∣∣∣
向量的内外积应当对比着记忆，关键点在于向量内积得到的是一个数量，外积得到

的是一个向量。

§ 1.5 向量的混合积

§ 1.5.1 混合积的定义

给定三个向量 a, b, c ，称 (a× b) · c 为 a, b, c 的混合积，显然它是一个数量。

以 a, b, c 为棱的平行六面体的体积 V 等于以 a, b 为边的平行四边形的面积 S 乘

以高 h（图 1.2），即 V = Sh 。由向量积的定义知 S = |a× b| ；另一方面，设 a × b

与 c 的夹角为 φ ，则有 |h| = |c| |cosφ| ，于是

V = |a× b| |c| |cosφ| = |(a× b) · c|
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图 1.2: 向量的混合积

注意到当 φ为锐角时，a, b, c构成右手系，V = (a× b) · c；当 φ为钝角时，a, b, c

构成左手系，V = − (a× b) · c ，因此混合积的几何意义应为以 a, b, c 为棱的平行六面

体的有向体积。

又由于乘积顺序轮换不会改变手系，因此

(a× b) · c = (b× c) · a = (c× a) · b

另外，除轮换外的次序变换会改变手系，因此需要变号

(a× b) · c = − (b× a) · c

此外，当 a, b, c 中含有任意两个平行向量时，混合积为零

(a× b) · a = (a× b) · b = 0

§ 1.5.2 直角坐标系下混合积的计算

设 a = (a1, a2, a3) , b = (b1, b2, b3) , c = (c1, c2, c3) 则类似向量内积的计算，我们也

可以用行列式来运算混合积，即

(a× b) · c =

∣∣∣∣∣∣∣∣
a1 a2 a3

b1 b2 b3

c1 c2 c3

∣∣∣∣∣∣∣∣
命题 1.5.1 三个向量线性相关当且仅当其混合积为零。

到这里我们可以和后边行列式的内容进行一个关联，我们发现混合积其实就是一个

三阶行列式，因此三阶行列式的性质可以套用在混合积中。我们知道，对于行列式，任

意两行交换位置需要变号，轮换不需变号，这正符合我们上一节提到的混合积的性质。

三个向量线性相关时，矩阵的秩一定小于矩阵的维数，其行列式一定为零，所以混合积

也为零，正如【命题 1.5.1】所述。
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§ 1.5.3 二重向量积

【略】

§ 1.6 高维数组向量

前面几节我们的讨论基本限于三维向量空间，根据仿射坐标系，我们可以将向量表

示为一组数，三维空间中，我们可以用三个数的数组来表示向量，不妨将这种表示方式

推广，我们便可以得到高维的数组空间。

定义 1.6.1 一个 n 维数组向量 a 是一个有序的 n 元数组

a = (a1, a2, . . . , an)

其中 ai 称为向量 a 的第 i 个分量。

多数情况下，三维或二维的向量是符合我们的几何直观的，将向量坐标化，我们就

找出了二维三维向量的一个很重要的共性，即数组表示，由此我们将“向量”这一概念

进行了推广，从而将我们无法想象的更高维的空间的向量用代数的方式表达了出来。将

向量的概念抽象化了，也因此得出了很多有趣的结论。事实上，数学的研究过程就是如

此，从具体出发，抽象本质，推广研究。

我们会根据需要将向量写成行向量 a = (a1, a2, . . . , an) 或列向量

a =


a1

a2
...
an


的形式。

我们可以将之前得出的向量加法、数乘以及线性相关的性质套用在高维数组向量

中，这里举例线性组合的推广

定义 1.6.2 给定一组 n 维数组向量 a1,a2, . . . ,am 及一组数 λ1, λ2, . . . , λm ，称

和式

λ1a1 + λ2a2 + · · ·+ λmam

为 a1,a2, . . . ,am 的线性组合，λ1, λ2, . . . , λm 为组合系数。
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如果 a 可以写成 a1,a2, . . . ,am 的线性组合，则称 a 可以用 a1,a2, . . . ,am 线性表

示。

用 ei 表示第 i 个分量为 1 其余分量都为 0 的 n 维数组向量被称为基本向量，不难

发现，所有的 n 维数组向量都可以由基本向量线性表示。

笔者在学习线性代数的过程中总是分不清“数组向量”和“向量组”的概念，觉得

线性代数在表示向量时非常抽象，事实上只要分清楚这几个概念，搞懂向量的几种表达

方式上的区别，就能很好地解决这一问题。例如对于一个三维空间中的向量 a 我们可

以用坐标 (a1, a2, a3) 来表示。假设三维空间中的基向量为 e1, e2, e3 ，我们便可以将向

量 a 表示为基向量的线性组合的形式即 a = a1e1 + a2e2 + a3e3 ，这里其实应该是先有

基向量的线性组合，再有坐标表示，笔者为了方便理解，就先从我们中学学过的坐标表

示入手了。

§ 1.7 复数

§ 1.7.1 复数的四则运算

【略】

§ 1.7.2 复数的几何表示

我们知道复数 z = x+ iy 可以在复平面内用 (x, y) 这样一个点来表示，也可以表示

为复平面内的一个二维的向量。

复数的模长 |z| = r =
√

x2 + y2 。在复平面内，将向量 (x, y) 看作是长度为 r 的线

段从 y = 0 开始逆时针旋转至与 (x, y) 重合，所经过的角度 θ 称为复数的幅角，记作

arg z（图 1.3）。复数的辐角不唯一，我们一般取 0 ⩽ arg z ⩽ 2π 为辐角的主值。规定复

数 z = 0 的辐角是不定的。

根据这个几何定义我们可以看看共轭复数。从几何上看，互为共轭的两个复数关于

实轴对称，因此有 |z| = |z| , arg z = 2π − arg z ，并得出以下几组关系

|z|2 = zz, z1 + z2 = z1 + z2, z1z2 = z1z2

知道了复数模 r 与辐角 θ 的关系，我们便可以写出复数的三角表示

z = x+ iy = r cos θ + ir sin θ = r (cos θ + i sin θ)

从而得出复数的乘法

z1z2 = r1r2 (cos (θ1 + θ2) + i sin (θ1 + θ2))
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图 1.3: 复数的几何定义

推出

|z1z2| = |z1| |z2|

arg (z1z2) = arg z1 + arg z2

即复数乘积的模长等于复数模长的乘积，复数乘积的辐角等于复数辐角的和。由此可以

得出复数乘法的几何解释。

设复数 ω = r (cos θ + i sin θ) ，则复数 ω · z 表示将复数 z 对应的向量模长伸缩 r

倍，再逆时针旋转 θ 角。因此利用复数可以很好地表示旋转变换（之后章节）。

复数的三角表示还可以根据 Eular 公式

eiθ = cos θ + i sin θ

得出

z = reiθ

表示模长为 r 辐角为 θ 的复数。

这样表示似乎把复数表示成了指数函数的形式，有趣的是，复数也刚好可以用指数

函数的方式运算

r1e
iθ1r2e

iθ2 = r1r2e
i(θ1+θ2)

由此得出 De Moivre 公式 (
reiθ

)n
= rneinθ, n ∈ Z

复数的运算在电学中常常用到，常用复数表示交流电压或电流，上面介绍的几种表

示方式可以大大简化交流电学计算当中对于电流（或电压）的有效值和相位差的计算。
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§ 1.8 数域

引理 1.8.1 设 F 为一个数集，若满足对于 ∀a, b ∈ F 对 a, b 做某种运算后的结果

仍在 F 中，则称数域 F 对这种运算是封闭的。

例如，实数集对于加法运算都是封闭的，因为任意两个实数的和一定还是实数。

定理 1.8.1 设数域 F 中至少包含两个不同元素，如果 F 对数的加、减、乘、除

四则运算都是封闭的，那么称 F 为数域。

例如，实数集对于加减乘除四则运算都是封闭的，因此实数集也是一个数域，称为

实数域。类似的还有复数域 C 和有理数域 Q 。

这一节引入数域这一概念是为后面研究线性空间、n维数组空间以及线性变换等内

容做铺垫。

§ 1.9 求和符号

【略】

至此，本章的内容基本完结，主要介绍了线性代数学习的前置知识点。从向量出发，

以三维空间中的向量为基本，介绍了向量的物理意义和基本运算逻辑并引入了内外积的

概念；接着通过坐标系的建立，将向量抽象为数组，使得这一物理量能够用数学的代数

方法来表达，从而有了将之推广至高维的理论基础。除此之外，我们还由二三维空间中

向量的共线共面问题推广出了线性相关这一概念，这一概念在后续章节的学习中至关重

要，是探讨线性空间维数的一个重要指标。
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第二章 空间解析几何
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第三章 线性方程组

线性代数其实研究的就是线性方程组的解，我们有以下几个基本问题需要解决，也

正是这门课的讨论顺序：

(1) 线性方程组是否有解？如果有解，有多少个解？

(2) 如何求解线性方程组？

(3) 解的表示方法？

(4) 解集的几何结构？

(5) 线性方程组的解能够解决怎么样的实际问题？（可行解问题）

关于线性方程组的各种术语名称我就不做介绍了，只说一个比较有趣的点即为什么

线性方程组要叫做“线性”方程组，这是因为线性方程组在方程的加法和数乘定义下满

足线性性（在第五章有介绍）。我们定义方程组的加法是对应项的系数相加如

(a1x1 + a2x2 + a3x3 = a4) + (b1x1 + b2x2 + b3x3 = b4)

= [(x1 + b1) x1 + (a2 + b2) x2 + (a3 + b3) x3 = a4 + b4]

不难发现方程组对于加法封闭，同理规定数乘是将所有的系数与数相乘，发现方程组对

于数乘封闭，因此方程组满足线性性，所以我们称其“线性方程组”。

§ 3.1 Gauss 消元法

所谓 Gauss 消元法，其实就是利用以下三种初等变换

(1) 交换两个方程 (i) ↔ (j)

(2) 某个方程乘一个非零常数 λ (i)

(3) 某个方程乘一个非零常数加到另一个方程中 λ (i) → (j)

19
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将方程化简称倒三角的形式，以方便我们得到方程的解。此外，我们已经证明了对方程

组做初等变换得到的新方程组与原方程组同解，也就是说初等变换不会产生增根，具体

证明本笔记不做说明。

一般的方程组我就不多举例，接下来介绍两个例子来引出线性方程组解的向量表示

和非齐次线性方程组的无解情况（也称为“方程组不相容”）。

例 3.1.1 求解下列线性方程组：

x1 + 2x2 + 3x3 + 4x4 = −3

x1 + 2x2 + −5x4 = 1

2x1 + 4x2 − 3x3 − 19x4 = 6

3x1 + 6x2 − 3x3 − 24x4 = 7

解 利用初等变换，我们将原方程组变换为了以下形式： x1 + 2x2 + 3x3 + 4x4 = −3

−3x3 − 9x4 = 4

到这里我们发现，四个未知数两个方程，表明该方程组有无穷多解，我们通常将某些未

知数用参数表示。由这两个方程我们发现 x1, x2 中有一个可以随意取值，x3, x4 中有一

个可以随意取值，不妨设 x2 = t1, x4 = t2 ，我们便解出 x1 = 1− 2t1 + 5t2,

x3 = −4
3
− 3t2 从而得出原方程的解

x1 = 1− 2t1 + 5t2

x2 = t1

x3 = −4
3
− 3t2

x4 = t2

此外我们还可以将方程的解写成向量形式
x1

x2

x3

x4

 =


−2

1

0

0

 t1 +


5

0

−3

1

 t2 +


1

0

−4
3

0



在上述例子中，我们介绍了含参变量的线性方程的解并将其写成了列向量的线性

组合的形式，组合系数分别为 t1, t2, 1 ，这样写的目的是在之后研究线性方程组解集的
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几何结构时能更好地描述解空间这一概念，这里只做一点小小的引导，读者可以自行思

考。我们知道三维空间中三个线性无关的向量组通过线性组合的形式可以表示三维空

间中的任意向量，从而张成一整个三维空间，同理，当我们把线性方程组的解写成向量

的线性组合的形式时，这些向量一旦满足某些条件，是否也能够张成一个空间呢？这样

的空间与原方程组是否有什么特殊联系？这些问题都将在后面的学习中被一一解答。

下面我们举一个方程组无解的例子。

例 3.1.2 解线性方程组 
x1 − x2 + x3 = 1

x1 − x2 − x3 = 3

2x1 − 2x2 − x3 = 3

解 利用初等变换，我们可以将原方程组化简成如下形式
x1 − x2 + x3 = 1

−x3 = 2

0 = −2

最后一个方程 0 = −2 显然是一个矛盾方程，因此原方程组无解。

从这个例子我们能发现，只有非齐次线性方程组才可能出现矛盾的情况，也就是说，

齐次线性方程组一定有解，最易得的就是 x1 = x2 = · · · = xn = 0 ，但是这样的解并没

有什么实际意义，我们称之为齐次线性方程组的平凡解，我们感兴趣的是齐次线性方程

组的非平凡解。

§ 3.2 Gauss 消元法的矩阵表示

为了方便记法，我们常用矩阵的形式来写线性方程组



a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn = b1

a21x1 + a22x2 + · · ·+ a2nxn = b2
... ... ... ...

am1x1 + am2x2 + · · ·+ amnxn = bm

=


a11 a12 · · · a1n b1

a21 a22 · · · a2n b2
... ... ... ...

am1 am2 · · · amn bm





22 第三章 线性方程组

称上式等号右边的矩阵为左边的线性方程组的增广矩阵，也可以对该矩阵做初等变换，

具体内容本节不再赘述。

采用矩阵来表示线性方程组的好处除了简便之外，还体现了线性方程组更本质的意

义，即向量组。我们将线性方程组的未知数 {xi}, i = 1, 2, . . . , n 看成一个由 n 个向量

组成的向量组，那么每个方程就是这个向量组的一个线性组合，用本节开头的那个线性

方程组为例，一共有 m 个这样的线性组合，bi, i = 1, 2, . . . ,m 就是由 {xi} 表示出来
的 m 个向量，如此整个线性方程组其实就是一个由 m 个向量组成的向量组。之后学习

矩阵的乘法时会频繁用到这种理解。

§ 3.3 一般线性方程组的 Gauss 消元法

§ 3.3.1 算法描述

设有一个线性方程组如下（增广矩阵）
a11 a12 · · · a1n b1

a21 a22 · · · a2n b2
... ... ... ...

am1 am2 · · · amn bm


根据初等变换，我们可以将第一行乘 1

a11
由此使得 a11 变换为 a

(1)
11 = 1 然后将第一行分

别乘 ai, i = 2, 3, . . . ,m 使得第一列除了 a
(1)
11 = 1 之外都为 0 ，再将第二行第二个数

变为 1 ，然后借由前一步的方法将 ai2, i = 3, 4, . . . ,m 消为 0 。如此类推，就可以将

原方程组化简为如下形式



c11 · · · c2,j2−1 · · · · · · · · · · · · · · · c1n d1

0 · · · 0 c2j2 · · · · · · · · · · · · c2n d2
... ... ... ... ...
0 · · · · · · · · · · · · 0 crjr · · · crn dr

0 · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 0 dr+1

0 · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 0 0
... ... ...
0 · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 0 0


上面这个矩阵看着复杂，事实上就是利用初等变换将矩阵化为倒三角形式的过程，
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只是这里写出了它的最一般的结果。之所以如此大费周章地用这样一个矩阵来表示

Gauss 消元法的一般结果，只是为了下一节讨论线性方程解的属性能够比较方便。

§ 3.3.2 线性方程组解的属性

利用上节导出的 Gauss 消元法结果的一般形式，我们可以总结出线性方程组解的
性质。

定理 3.3.1 线性方程组的解的性质如下：

(1) 当 dr+1 ̸= 0 时，线性方程组无解；（【例 3.1.2】中的 0 = −2）

(2) 当 dr+1 = 0 且 r = n 时，线性方程组有唯一解；（可以理解为方程组最简时满足

n 个未知数 n 个方程，解唯一）

(3) 当 dr+1 = 0且 r < n时，线性方程组有无穷多解。（方程数小于未知数【例 3.1.1】）

上述定理还印证了之前章节提到的只有非齐次线性方程组才会出现无解的情况，因

为只有非齐次线性方程组可能存在 dr+1 ̸= 0 的情况。

另外，我们把【例 3.1.1】得出的带有参变量的解叫做方程组的通解，将参变量带
入某些具体数值后得到的解依然满足方程组，我们称这样的解为线性方程组的通解。

根据齐次方程组的一些特性，我们还可以延伸出以下几个推论。

推论 3.3.1 齐次线性方程组有非平凡解的充要条件为 r < n 。

当齐次线性方程组的 r = n时，该方程组有唯一解，显然这个解一定是平凡解。（我

们说齐次线性方程组一定有一个平凡解，所以当它只有一个解的时候，这个解一定时平

凡解）

推论 3.3.2 若齐次线性方程组的行数小于列数，则方程组一定有非平凡解。

证明 设齐次方程组的行数为 m ，列数为 n ，我们有 r ⩽ m < n ，则根据

【推论 3.3.1】，该方程组一定有非平凡解。

第三章的内容到此结束，在本章我们已经解决了 (1) 解的存在唯一性；(2) 求解的
方法以及通解的表达形式这两个问题。我们还发现，在判断方程组解的存在唯一性时有

一个至关重要的衡量指标 r ，由此我们又将提出以下几个问题：

(1) 如何从原方程组直接确定 r ？

(2) r 是否唯一？

(2) 解集与 r 的关系？

这些疑问将在后续章节解答。
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